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Abstrak. Perpindahan panas merupakan fenomena yang terjadi karena adanya aliran panas pada 

suatu sistem. Fenomena tersebut dapat dijelaskan melalui persamaan aliran panas yang 

merupakan persamaan diferensial parsial orde dua non linier yang cukup kompleks. Persamaan 

aliran panas cukup rumit diselesaikan secara analitik, tetapi dapat diselesaikan juga secara 

numerik. Metode numerik yang digunakan adalah  metode finite difference dengan pendekatan 

FTCS (Forward Times Center Distance). Penyelesaian persamaan aliran panas yang dikerjakan 

secara numerik harus diketahui stabilitas serta akurasi dari solusi penyelesaian tersebut. 

Kestabilan dari hasil penyelesaian secara numerik dapat diketahui dengan menggunakan error 

global. Hasil penyelesaian yang dianalisis dengan error global menunjukkan bahwa semakin 

besar nilai k (konstanta aliran panas), maka semakin kestabilannya berkurang. Untuk setiap k, 

nilai akan stabil ketika β ≥ 2 dan tidak stabil ketika β < 2. 

Kata kunci: Aliran Panas, Metode Finite Difference, Error. 

Abstract. Heat transfer is a phenomenon that occurs due to the flow of heat in a system. This 

phenomenon can be explained through the heat flow equation which is a fairly complex non-

linear second-order partial differential equation. Heat flow equations are quite complex to solve 

analytically, but can be solved numerically as well. The numerical method used is the finite 

difference method with the FTCS (Forward Times Center Distance) approach. To solve the heat 

flow equation numerically, it is necessary to know the stability and accuracy of the solution. The 

stability of the numerical solution can be determined by using the global error. The result of the 

solution analyzed with global error shows that the greater the value of k (heat flow constant), the 

lower the stability. For each k (heat flow constant), the value will be stable when β ≥ 2  and 

unstable when β < 2. 
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1. Pendahuluan 
Distribusi panas atau disebut juga perpindahan panas merupakan salah satu fenomena yang sering 
dijumpai dalam ilmu fisika. Fenomena tersebut terjadi karena adanya aliran panas yang muncul karena 

perbedaan temperatur pada suatu sistem. Menurut Lili (2020), bila terdapat dua sistem yang memiliki 

temperatur berbeda maka akan terjadi fenomena perpindahan energi dari sistem temperatur tinggi ke 
sistem yang bertemperatur rendah. Perpindahan panas dapat terjadi melalui 3 macam cara yaitu 

konduksi, konveksi, dan radiasi. 
 Perpindahan panas merupakan fenomena yang terjadi karena adanya aliran panas pada suatu 
sistem. Menurut Geleta (2021), aliran panas pada sistem jika sistem dalam keadaan stabil maka suhu 

tidak berubah terhadap waktu. Tetapi jika sistem dalam keadaan tidak stabil maka suhu dapat berubah 

terhadap waktu. 
 Penerapan aliran panas sangat sulit untuk menampilkan bagaimana aliran panas mengalir pada 

sebuah benda. Tetapi dengan menggunakan persamaan diferensial parsial, persamaan aliran panas dapat 
ditampilkan dalam bentuk grafik satu dimensi terhadap ruang - waktu (Nurullaeli, 2021). Sehingga dapat 

lebih mudah dalam memahami aliran panas pada benda. 
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 Penyelesaian persamaan aliran panas dapat diselesaikan dengan cara analitik maupun numerik. 

Menurut Geleta (2021) pada persamaan aliran panas, penyelesaian secara analitik terdapat 

kekurangtepatan hasil penyelesaiannya, maka diperlukan penyelesaian secara numerik agar diketahui 
ketelitian dalam penyelesaian tersebut. Sehingga didapatkan hasil penyelesaian dengan ketelitian yang 

tepat. Metode yang digunakan untuk penyelesaian numerik adalah metode finite diference. Metode finite 

diference merupakan penerapan dari deret Taylor untuk mengetahui bentuk turunan suatu persamaan. 
Dalam penerapannya, deret Taylor terdiri dari 3 hampiran atau pendekatan yaitu hampiran maju (FTCS), 

hampiran pusat (CTCS), dan hampiran mundur (BTCS) (Nurullaeli, 2021). 
 Pada penyelesaian secara numerik untuk persamaan diferensial parsial sangat dibutuhkan 
stabilitas dan akurasi hasil jawaban untuk mengetahui ketelitian dari penyelesaian persamaan tersebut. 

Jika diketahui nilai analitik serta nilai numerik maka dapat diketahui nilai error untuk mengetahui 

kestabilan serta akurasi penyelesaian tersebut. Oleh sebab itu, penulis akan meneliti analisis error pada 
metode FTCS pada persamaan aliran panas. 

2. Metode 

2.1. Studi Pustaka 
Studi pustaka merupakan salah satu metode yang dilakukan dalam penelitian deskriptif kualitatif. Studi 

pustaka adalah langkah awal untuk melakukan pengumpulan data dalam penelitian. Studi pustaka 
dilakukan dengan tujuan untuk memahami konsep penelitian. Dalam hal ini penulis menggunakan 

metode tersebut untuk memahami konsep persamaan diferensial parsial pada perpindahan panas. Selain 

memahami konsep, dari metode studi pustaka yang dilakukan, dapat mengetahui perkembangan untuk 
materi yang diteliti sehingga dapat membantu dalam menganalisis hasil penelitian. Dengan adanya 

metode studi pustaka, akan mempermudah untuk mendapatkan jawaban analitik dari persamaan 

diferensial parsial pada persamaan aliran panas. Untuk persamaan umum dari persamaan diferensial 
parsial pada persamaan aliran panas dapat dituliskan sebagai berikut.  

 

     
𝜕𝑈

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
= 0            (1) 

 

2.2. Investigasi 
Metode penelitian yang dilakukan menggunakan metode investigasi numerik. Metode numerik yang 
digunakan penulis dalam penelitian ini adalah metode finite difference FTCS (Forward Time Center 

Space). Dalam penyelesaian secara numerik dengan metode finite difference FTCS menggunakan 

sumber dari penjabaran dari deret Taylor untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial pada 
persamaan aliran panas. 

2.3. Analisis Error 
Untuk mendapatkan kestabilan pada solusi penyelesaian persamaan panas yang dikerjakan secara 
numerik, dibutuhkan sebuah analisis error. Penulis menganalisis hasil jawaban analitik dan numerik 

untuk mendapatkan nilai error pada hasil penyelesaian aliran panas. Metode yang digunakan dalam 

menganalisis hasil penyelesaian tersebut adalah analisis error global.  Error global adalah hasil analisis 
nilai error yang didapat dari banyak pengulangan 

 

3. Hasil dan Pembahasan 
3.1. Penyelesaian Analitik 

Persamaan diferensial parsial pada aliran panas secara analitik pada sebuah kabel dapat diketahui 

kondisi awal serta kondisi batas sebagai berikut. 
 

𝑢(𝑥, 0) = sin
2𝜋

𝑙
𝑥 𝑑𝑎𝑛 𝑢(0, 𝑡) = 0 
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Dengan menggunakan penyelesaian persamaan diferensial parsial orde 2, hasil penyelesaian 

𝑢(𝑥, 𝑡)dapat dituliskan dengan 

 

                                                             𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡)                                                         (2)   

Dengan persamaan aliran panas 
 

                                                              
𝜕𝑈
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− 𝑘

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
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Diasumsikan jika  
1

𝑘𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝜆 dan 

1

𝑋

𝜕2𝑋

𝜕𝑥2 = −𝜆 , maka didapatkan  

1

𝑋

𝜕2𝑋

𝜕𝑥2 = −𝜆 

 

             𝑋(𝑥) = sin√𝜆 𝑥                                                 (6) 

Dan 
1

𝑘𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝜆 

 

             𝑇(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑘𝑡                                                       (7) 

 

Dengan batas 𝑢(𝑥, 0) = sin
2𝜋

𝑙
𝑥  maka didapatkan bahwa besar  𝜆 = (

2𝜋

𝑙
)2. Maka hasil penyelesaian 

pada persamaan aliran panas secara analitik adalah 

 

      𝑢(𝑥, 𝑡) = sin
2𝜋

𝑙
𝑥𝑒

−(
2𝜋

𝑙
)2𝑘𝑡

                                         (8) 

 

Hasil penyelesaian secara analitik dapat ditampilkan dengan grafik Gambar 4.1         
 

 
 

 

Gambar 4.2.  Grafik aliran panas secara analitik dengan parameter k=0.1 β=1 t=2 x=8 
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3.2 Penyelesaian Numerik 

Kemudian untuk penyelesaian secara numerik, persamaan aliran panas adalah dengan menyubstitusikan 

penjabaran Deret Taylor untuk pendekatan FTCS pada persamaan aliran panas. 
 

                                        
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝑈𝑗+1
𝑖 +𝑈𝑗

𝑖

∆𝑡
  dan  

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 =
𝑈𝑗

𝑖+1−2𝑈𝑗
𝑖+𝑈𝑗

𝑖−1

∆𝑥2                                   (9) 

 

Untuk persamaan (9) disubtitusikan ke dalam persamaan aliran panas, sehingga didapatkan persamaan 
numerik berikut. 

 

      
𝑈𝑗+1

𝑖 +𝑈𝑗
𝑖
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= 𝑘
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     𝑈𝑗+1
𝑖 = 𝑘

∆𝑡

∆𝑥2 (𝑈𝑗
𝑖+1 − 2𝑈𝑗

𝑖 + 𝑈𝑗
𝑖−1) − 𝑈𝑗

𝑖                              (11) 

 

Diasumsikan bahwa 𝑘
∆𝑡

∆𝑥2
= 𝛼, maka hasil penyelesaian secara numerik sebagai berikut. 

 

     𝑈𝑗+1
𝑖 = 𝛼(𝑈𝑗

𝑖+1 + 𝑈𝑗
𝑖−1) − 𝑈𝑗

𝑖(1 + 2𝛼)                                  (12)      

        
Berdasarkan persamaan diatas, maka hasil penyelesaian secara numerik dapat ditampilkan dengan grafik 

pada Gambar 4.2 

 

  
Gambar 4.2.  Grafik aliran panas secara 

numerik dengan parameter 

k=0.1 β=1 t=2 x=8 

Gambar 4.3.  Grafik aliran panas numerik 
dengan parameter k=0.1 β=2 

t=2 x=8 

 
 

3.3 Analisis Error 

Dengan penyelesaian secara analitik dan numerik maka akan didapatkan hasil stabilitas dari nilai error 
pada hasil penyelesaian tersebut. Dengan menggunakan error global maka didapatkan hasil nilai error 

sebagai berikut.  
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Tabel 4.1. Nilai rata -rata error pada penyelesaian persamaan panas 

β k=1 k=0.75 k=0.5 k=0.25 k=0.1 

1 3,75 × 10102 8,06 × 1078 2,07 × 1056 8,25 × 1031 1,64 × 1015 
2 0.00709 0.00685 0.00629 0.00505 0.00351 

3 0.00702 0.00679 0.00629 0.00504 0.00354 

4 0.00699 0.00676 0.00622 0.00504 0.00356 
5 0.00698 0.00674 0.00620 0.00504 0.00357 

6 0.00697 0.00673 0.00619 0.00503 0.00358 

7 0.00697 0.00673 0.00620 0.00504 0.00359 
8 0.00697 0.00674 0.00620 0.00504 0.00359 

9 0.00698 0.00674 0.00620 0.00504 0.00360 

10 0.00698 0.00674 0.00620 0.00505 0.00360 

 
 

Tabel 4.2. Nilai maksimal error pada penyelesaian persamaan panas 

 

β k=1 k=0.75 k=0.5 k=0.25 k=0.1 

1 2,11 × 10106 3,93 × 1081 8,27 × 1056 2,34 × 1035 2,97 × 1015 
2 0.07821 0.07821 0.07821 0.07821 0.07821 

3 0.07830 0.07830 0.07830 0.07830 0.07830 

4 0.07834 0.07834 0.07834 0.07834 0.07834 
5 0.07836 0.07836 0.07836 0.07836 0.07836 

6 0.07838 0.07838 0.07838 0.07838 0.07838 

7 0.07839 0.07839 0.07839 0.07839 0.07839 
8 0.07840 0.07840 0.07840 0.07840 0.07840 

9 0.07840 0.07840 0.07840 0.07840 0.07840 

10 0.07841 0.07841 0.07841 0.07841 0.07841 

 
 

4. Pembahasan 
Menurut penelitian Geleta (2021), metode numerik yang digunakan lebih menguntungkan daripada 
metode analitik. Namun, pendekatan analitis memiliki keunggulan tersendiri. Jika Anda menambahkan 

banyak suku deret, pendekatan analitis lebih baik mendekati solusi. 

 Dari hasil nilai error pada tabel 4.1, dapat diketahui bahwa nilai rata-rata error akan berubah jika 
besar k (koefisien aliran panas) dan β (1/α) berubah. Semakin besar k maka nilai rata-rata errornya kan 

semakin besar juga begitu juga sebaliknya. Dan nilai error akan mencapai kestabilan untuk setiap k 

ketika nilai β ≥ 2 dan tidak stabil ketika β < 2.   

5. Simpulan 
Analisis error pada hasil penyelesaian persamaan panas secara numerik adalah nilai error bergantung 
pada besar nilai k (koefisien aliran panas) dan nilai β (nilai 1/α). Semakin besar nilai k maka nilai error 

akan semakin besar juga yang artinya akurasi hasil penyelesaian aliran panas semakin tidak teliti. Untuk 

setiap nilai k, nilai error akan tidak stabil ketika nilai β < 2 dan akan stabil saat nilai β ≥ 2. 
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