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Abstract. The study of viscosity solution to Hamilton-Jacobi equation was attracted researchers 

in the last decades. The study focused on completing the question regarding existence, 

uniqueness, and regularity of the solution. In this research, we covered the existence of viscosity 

solutions to the ergodic problem or Hamilton-Jacobi equation of contact type in the n-dimension 

with some general assumptions. The viscosity solutions obtained are not unique in general. A 

prototype of the Hamiltonian class was investigated and analyzed to show the problem the 

uniqueness of the viscosity solution. We used the method in Jing (2020:6) to obtain the existence 

and uniqueness of the ergodic problem.  

Keywords: ergodic problem; Hamilton-Jacobi equation; viscosity solution. 

1.   Pendahuluan 

Solusi viscosity dari suatu persamaan diferensial parsial (PDP) muncul ketika kita mempelajari bentuk 

non divergen dari suatu PDP khususnya bentuk PDP nonlinear, lihat Crandall (1983:3), Evans (2010:4), 

dan Lions (1987:7). Sifat-sifat solusi viscosity dipaparkan pada paper oleh Crandall (1984:2) dan 

kemudian dilengkapi oleh penelitian lainnya. Penelitian terkait persamaan Hamilton-Jacobi, salah 

satunya membahas terkait masalah homogenisasi yang pertama kali memperoleh hasil pada paper yang 

tidak di terbitkan oleh Lions (1987:7). Kemudian fokus beralih pada masalah ergodic yang muncul pada 

proses homogenisasi tersebut. Beberapa hasil terkait masalah ergodic orde satu diperoleh oleh 

Le(2016:8) dan Jing (2020:6). Salah satu contohnya adalah persamaan Hamilton-Jacobi tipe kontak 

dengan bentuk 
 

 −Δ𝑢(𝑥) + 𝐻(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝑢(𝑥)) = 𝑐. (1) 
 

Persamaan di atas juga dikenal dengan masalah ergodik diperumum. Masalah ergodik ini muncul ketika 

kita mempelajari sifat asimptotik solusi persamaan Hamilton-Jacobi 
 

 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) − Δ𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐻(𝑥, 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0, (2) 
  

dimana Δ𝑢(𝑥, 𝑡) adalah Lapacian terhadap variabel 𝑥 dan 𝐷𝑢(𝑥, 𝑡) adalah gradien terhadap variabel 𝑥. 

Masalah (2) memiliki solusi 𝑢(𝑥, 𝑡) apabila Hamiltonian 𝐻 bersifat koersif yaitu 
 

 𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) → ∞    ketika     |𝑝| → ∞  
  

secara seragam untuk 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Selanjutnya, saat 𝑡 → ∞, pada penelitian lain, Barles (2000:1), diperoleh 

bahwa  
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 𝑢(𝑥, 𝑡) − (𝑣(𝑥) − 𝑐𝑡) → 0  
 

secara lokal seragam untuk 𝑥 ∈ ℝ𝑛 dengan 𝑣(𝑥) merupakan solusi viscosity persamaan (1). Pada 

dasarnya, solusi viscosity persamaan (1) tidak tunggal secara umum. Untuk itu akan diselidiki eksistensi 

dan ketunggalan solusi masalah (1). Selain itu, diberikan prototipe Hamiltonian untuk diselidiki 

ketunggalan solusi viscosity untuk (1). Untuk kasus khusus (1), tanpa suku −Δu, pada Jing (2020:6) 

dijelaskan bahwa terdapat himpunan ketunggalan (uniqueness set) dimana himpunan ini merupakan 

himpunan terkecil di mana jika dua solusi viscosity bernilai sama, maka keduanya akan sama pada 

domainnya. Hal ini masih belum dapat ditunjukkan untuk masalah ergodic orde dua. 

2.   Metode 

Penelitian ini merupakan penelitian kualitatif untuk menyelidiki well-posedness dari suatu masalah 

ergodik.  Pada penelitian ini diselidiki eksistensi dan ketunggalan solusi viscosity persamaan Hamilton-

Jacobi tipe kontak. Solusi viscosity merupakan salah satu tipe solusi lemah dari persamaan diferensial 

parsial. Pada penelitian yang dilakukan oleh Ishii (1987:5), untuk memperoleh eksistensi solusi 

viscosity, diberikan asumsi eksistensi subsolusi viscosity dan supersolusi viscosity sehingga dapat 

digunakan metode Perron untuk mendapatkan solusi viscositynya. Metode Perron tidak dapat digunakan 

jika kita tidak mengasumsikan adanya subsolusi dan supersolusi viscosity. Oleh karenanya, pada hasil 

yang diperoleh dikembangkan metode untuk mendapatkan solusi viscosity dengan mengasumsikan 

Hamiltoniannya bersifat superlinier. Ide ini dikembangkan oleh Jing (2020:6). Secara umum solusi 

viscosity tidak tunggal apabila Hamiltonian tidak monoton tegas pada salah satu variabelnya. Untuk itu 

penelitian memfokuskan pada suatu prototipe Hamiltonian untuk menyelidiki apakah ketunggalan solusi 

dapat diperoleh. Pada hasil yang diperoleh, ketunggalan solusi viscosity sangat bergantung pada sifat 

Hamiltonian. Kita dapat tunjukkan bahwa terdapat Hamiltonian yang tidak monoton tegas pada salah 

satu variabelnya namun solusi viscositynya tunggal.      

3.   Hasil dan Pembahasan 

Berikut diberikan deskripsi permasalahan serta beberapa definisi yang diperlukan pada pembahasan 

hasil penelitian ini. Pertama-tama kita mulai dengan definisi solusi viscosity dari masalah Hamilton-

Jacobi. Diberikan masalah ergodic  

 −Δ𝑢(𝑥) + 𝐻(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝐷𝑢(𝑥)) = 𝑐         pada  𝕋𝑛 (3) 
 

dengan Hamiltonian  𝐻: 𝕋𝑛 × ℝ × ℝ𝑛 → ℝ  kontinu dan  𝑢: 𝕋𝑛 → ℝ. Pada makalah ini 𝕋𝑛 = ℝ𝑛/ℤ𝑛 

adalah torus datar berdimensi-𝑛. Dicari pasangan (𝑢, 𝑐) ∈ 𝐶(𝕋𝑛) × ℝ  yang menyelesaikan (3) dalam 

arti viscosity. 

Pada makalah ini akan selalu digunakan solusi viscosity, namum kadang kata "viscosity" sering 

dihilangkan untuk memudahkan penulisan. Menilik pada hasil yang diperoleh, kita dapatkan eksistensi 

solusi untuk (3) dengan asumsi yang cukup umum. Kemudian umum diketahui bahwa pada teori solusi 

viscosity, jika pemetaan 𝑟 ↦ 𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) tidak monoton kuat, maka (3) mungkin tidak mempunyai solusi 

tunggal. Diberikan prototipe Hamiltonian dan ditunjukkan bahwa masalah ergodik dengan Hamiltonian 

tersebut memiliki solusi tunggal. Selanjutnya diberikan definisi subsolusi viscosity serta supersolusi 

viscosity persamaan (3). 

 

Definisi 1 

Suatu fungsi semikontinu atas  𝑢: 𝕋𝑛 → ℝ  dikatakan subsolusi viscosity dari masalah ergodic (3) 

jika 

• untuk setiap 𝜑 ∈ 𝐶2(𝕋𝑛), jika 𝑢 − 𝜑 mempunyai maksimum lokal di 𝑥0 ∈ 𝕋𝑛 maka 

−𝛥𝜑(𝑥0) + 𝐻(𝑥0, 𝑢(𝑥0), 𝐷𝜑(𝑥0)) ≤ 𝑐. 

Suatu fungsi semikontinu bawah  𝑢: 𝕋𝑛 → ℝ  dikatakan supersolusi viscosity dari masalah ergodic 

(3) jika 
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• untuk setiap 𝜑 ∈ 𝐶2(𝕋𝑛), jika 𝑢 − 𝜑 mempunyai minimum lokal di 𝑥0 ∈ 𝕋𝑛 maka 

−𝛥𝜑(𝑥0) + 𝐻(𝑥0, 𝑢(𝑥0), 𝐷𝜑(𝑥0)) ≥ 𝑐. 

Suatu fungsi kontinu  𝑢: 𝕋𝑛 → ℝ  dikatakan solusi viscosity dari masalah ergodic (3) jika 𝑢  

merupakan subsolusi viscosity dan supersolusi viscosity dari (3). 

 

3.1 Pembahasan 

Terdapat dua hasil utama yang diperoleh yaitu eksistensi viscosity untuk (3) dan ketunggalan solusi 

tersebut. Diberikan asumsi untuk Hamiltonian 𝐻  sebagai berikut. 

(H1) 𝐻  bersifat Lipschitz seragam pada 𝑟, yaitu, terdapat konstan 𝐶1 > 0 sehingga  

|𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) − 𝐻(𝑥, 𝑠, 𝑝)| ≤ 𝐶1|𝑟 − 𝑠| 

 untuk setiap (𝑥, 𝑝) ∈ 𝕋𝑛 × ℝ𝑛 , 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ. 

 

(H2) 𝐻  bersifat koersif pada 𝑝, yaitu, 

lim
|𝑝|→∞

𝐻(𝑥, 0, 𝑝) = ∞ 

 secara seragam untuk 𝑥 ∈ 𝕋𝑛. 

  

(H3) 𝐻  bersifat superlinear pada 𝑝, yaitu, 

  

lim
|𝑝|→∞

𝐻(𝑥, 0, 𝑝)

|𝑝|
= ∞ 

 

 secara seragam untuk 𝑥 ∈ 𝕋𝑛. 

  

Berikut ini merupakan hasil yang diperoleh dari penelitian terdahulu.  

 

Teorema 2 

Asumsikan (H1) dan (H2). Asumsikan lebih lanjut terdapat 𝑐 ∈ ℝ, dan  𝜓, 𝜑 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛)  sedemikian 

sehingga 𝜓 ≤ 𝜑, dengan 𝜓 dan 𝜑 adalah subsolusi viscosity dan supersolusi viscosity untuk (3) 

berturut-turut. Maka, (3) mempunyai solusi viscosity 𝑢 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛) dengan 𝑐 ∈ ℝ  diberikan pada 

asumsi. 

 

Teorema di atas merupakan versi lain dari hasil yang diperoleh oleh Ishii (1987:5). Pada teorema di atas, 

diperlukan eksistensi subsolusi dan supersolusi viscosity dan kemudian digunakan metode Perron untuk 

menunjukkan eksistensi solusi viscosity (3). Pada teorema berikutnya, kita dapat menunjukkan 

eksistensi solusi viscosity (3) tanpa menggunakan metode Perron.  

 

Teorema 3 

Asumsikan (H1) dan (H3). Diperoleh bahwa (3) memiliki solusi (𝑣, 𝑐) ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛) × ℝ. 

 

Teorema di atas diperoleh juga pada peper Su (2016:9) dan Wang (2019:10) dengan mengasumsikan 

Hamiltonian bersifat konveks seragam. Namun teorema di atas tidak memerlukan sifat tersebut sehingga 

pembuktiannya dapat dikategorikan metode baru. 

  

Bukti Teorema 3: 

Kita asumsikan (H1) dan (H3). Dipilih konstan 𝜆 > 𝐶1 + 1. Untuk setiap 𝑢 ∈ 𝐶(𝕋𝑛), misalkan 𝑣 ∈
𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛) adalah solusi viscosity tunggal dari 
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 𝜆𝑣 − Δ𝑣 + 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑣) − 𝜆𝑢 = 0 (4) 

pada  𝕋𝑛. Kemudian, dinotasikan 𝐺(𝑢) = 𝑤 ≔ 𝑣 − min
𝕋𝑛

𝑣. Jelas bahwa 𝑤 = 𝐺(𝑢) memenuhi 

 𝜆(𝑤 − 𝑢) − Δ𝑤 + 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑤) = −𝜆 min
𝕋𝑛

𝑣 (5) 

pada 𝕋𝑛. Kita akan gunakan teorema titik tetap Schauder dengan menunjukkan eksistensi titik tetap 

pemetaan 𝐺: 𝐶(𝕋𝑛) → 𝐶(𝕋𝑛). 

 

Lemma 4 

Untuk setiap 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝐶(𝕋𝑛), 

‖𝐺(𝑢1) − 𝐺(𝑢2)‖ ≤ 𝐶 ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛). 

Bukti Lemma 4: 

Untuk 𝑖 = 1,2, misalkan 𝑣𝑖 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) adalah solusi viscosity tunggal untuk 

𝜆𝑣𝑖 − Δ𝑣𝑖 + 𝐻(𝑥, 𝑢𝑖, 𝐷𝑣𝑖) − 𝜆𝑢𝑖 = 0 

pada 𝕋𝑛. Dengan memanfaatkan (H1) diperoleh bahwa 𝑣1 − (1 +
𝐶1

𝜆
) ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛) merupakan 

subsolusi viscosity dari 

𝜆𝑣 − Δ𝑣 + 𝐻(𝑥, 𝑢2, 𝐷𝑣) − 𝜆𝑢2 = 0. 

Dengan prinsip perbandingan solusi viscosity, kita dapatkan 

𝑣1 − (1 +
𝐶1

𝜆
) ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 𝑣2. 

Dengan argumen serupa diperoleh bahwa 

‖𝑣1 − 𝑣2‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ (1 +
𝐶1

𝜆
) ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 2‖𝑣1 − 𝑣2‖𝐿∞(𝕋𝑛). 

Selanjutnya, untuk 𝑖 = 1,2, dinotasikan 

𝑤𝑖 = 𝐺(𝑢𝑖) = 𝑣𝑖 − min
𝕋𝑛

𝑣𝑖 = 𝑣𝑖 − 𝑣𝑖(𝑥𝑖) 

untuk suatu 𝑥𝑖 ∈ 𝕋𝑛. Kemudian, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝕋𝑛 berlaku 

𝑤1(𝑥) − 𝑤2(𝑥) = (𝑣1(𝑥) − 𝑣1(𝑥1)) − (𝑣2(𝑥) − 𝑣2(𝑥2)) 

 = (𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥)) + (𝑣2(𝑥2) − 𝑣1(𝑥1)) 

 = (𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥)) + (min
𝕋𝑛

𝑣2 − 𝑣1(𝑥1)) 

 ≤ (𝑣1(𝑥) − 𝑣2(𝑥)) + (𝑣2(𝑥1) − 𝑣1(𝑥1)) 

 ≤ 2‖𝑣1 − 𝑣2‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 4‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛) 

 

Dengan argumen simetris, diperoleh ‖𝑤1 − 𝑤2‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 4 ‖𝑢1 − 𝑢2‖𝐿∞(𝕋𝑛). ∎ 

 

Dipilih 𝐶0 = max
𝑥∈𝕋𝑛

|𝐻(𝑥, 0,0)|. Dengan asumsi (H3), dipilih 𝛼 > 1 sedemikian hingga jika |𝑝| ≥ 𝛼, maka 

 
𝐻(𝑥, 0, 𝑝)

|𝑝|
≥ 𝜆(4 + 3𝐶0 + 3√𝑛) (6) 

Dinotasikan 

𝐾 ≔ { 𝑢 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛) ∶  𝑢 ≥ 0, ‖𝑢‖𝐿∞(𝕋𝑛) + ‖𝐷𝑢‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 𝛼(1 + √𝑛) } 

Jelas bahwa 𝐾 adalah subset konveks dan kompak tak kosong dari 𝐶(𝕋𝑛). 
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Lemma 5 

Kita peroleh bahwa 𝐺(𝐾) ⊂ 𝐾, dengan 𝐺(𝐾) ≔ {𝐺(𝑣) ∶  𝑣 ∈ 𝐾}. 

 

Bukti Lemma 5: 

Dipilih 𝑢 ∈ 𝐾, dan misalkan 𝑣 ∈ 𝐿𝑖𝑝(𝕋𝑛) adalah solusi viscosity dari (4). Pertama, jelas bahwa 𝐶0 +

2𝛼(1 + √𝑛) dan −𝐶0 − 𝛼(1 + √𝑛) berturut-turut adalah supersolusi dan subsolusi viscosity dari 

(4). Berdasarkan prinsip perbandingan (the comparison principle), diperoleh 

−𝐶0 − 𝛼(1 + √𝑛) ≤ 𝑣 ≤ 𝐶0 + 2𝛼(1 + √𝑛) 

pada 𝕋𝑛. Akibatnya, untuk hampir dimana-mana 𝑥 ∈ 𝕋𝑛, berlaku 

 

 

𝐻(𝑥, 0, 𝐷𝑣) ≤ 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑣) + 𝐶1𝑢(𝑥) ≤ 𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑣) + 𝐶1‖𝑢‖𝐿∞(𝕋𝑛) 

 = 𝜆(𝑢(𝑥) − 𝑣(𝑥)) + Δ𝑣(𝑥) + 𝐶1‖𝑢‖𝐿∞(𝕋𝑛) 

 ≤ 𝜆(𝑢(𝑥) − 𝑣(𝑥)) + (‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) + 1)√𝑛 + 𝐶1‖𝑢‖𝐿∞(𝕋𝑛) 

 ≤ 𝜆 (𝐶0 + 2𝛼(1 + √𝑛)) + 𝐶1𝛼(1 + √𝑛) + (‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) + 1)√𝑛 

 ≤ 3𝛼 (𝐶0 + 𝛼(1 + √𝑛)) + (‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) + 1)√𝑛. 

Diandaikan ‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≥ 𝛼, maka  
1

‖𝐷𝑣‖
≤

1

𝛼
  sehingga 

𝐻(𝑥, 0, 𝐷𝑣)

‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) 
 

≤
3𝜆 (𝐶0 + 𝛼(1 + √𝑛))

𝛼
+ (1 +

1

𝛼
) √𝑛 

 
≤

3𝜆𝐶0

𝛼
+ 1 + √𝑛 + 2√𝑛 

 ≤ 3𝜆𝐶0 + 3 + 3√𝑛 

 ≤ 𝜆(4 + 3𝐶0 + 3√𝑛)  
 

Karena ketaksamaan berlaku untuk hampir dimana-mana 𝑥 ∈ 𝕋𝑛, maka terjadi kontradiksi dengan 

(6). Hal ini berakibat bahwa ‖𝐷𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛) ≤ 𝛼. Dengan demikian, untuk 𝑤 = 𝑣 − min
𝕋𝑛

𝑣, diperoleh 

bahwa 𝑤 ∈ 𝐾. ∎ 

 

Lanjutan Bukti Teorema 3:  

Dengan Lemma 4 dan Lemma 5, kita dapat mengaplikasikan teorema titik tetap Schauder untuk 

menunjukkan eksistensi 𝑢 ∈ 𝐾 sedemikian hingga 

𝐺(𝑢) = 𝑢. 

Hal ini berarti, untuk 𝑣 ∈ 𝐶(𝕋𝑛)  solusi viscosity (5), 𝑢 = 𝑣 − min
𝕋𝑛

𝑣  memenuhi 

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝐷𝑢) = 𝑐 ≔ −𝜆 min
𝕋𝑛

𝑣 

pada  𝕋𝑛. ∎ 

 

Di atas telah ditunjukkan eksistensi solusi viscosity untuk (3). Namun jika pemetaan 𝑟 ↦ 𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) 

tidak monoton tegas maka ketunggalan solusi tidak dapat dijamin. Oleh karena itu, untuk menganalisa 

lebih jauh, kita akan menggunakan Hamiltonian berikut ini untuk menyelidiki ketunggalan solusi 

viscosity dari (3). 

 

 (H4) Diasumsikan  

𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) = |𝑝|,𝑚 − 𝑉(𝑥) + 𝑓(𝑟) 
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 untuk (𝑥, 𝑟, 𝑝) ∈ 𝕋𝑛 × ℝ × ℝ𝑛. Disini 𝑚 ≥ 1 diberikan dan 𝑉 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) dengan 

min
𝕋𝑛

𝑉 = 0. Fungsi 𝑓: ℝ → ℝ konveks, dan 

{
𝑓(𝑟) = 0

𝑓(𝑟) > 0
             

untuk  𝑟 ≤ 0,
untuk  𝑟 > 0.

 

Jelas bahwa Hamiltonian di atas tidak monoton tegas untuk variabel 𝑟 pada ℝ. Selanjutnya, akan 

ditunjukkan bahwa 𝑓 tidak turun. 

 

Lemma 6 

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐶(ℝ) diberikan seperti di atas. Maka 𝑓 tidak turun. 

 

 

Bukti Lemma 6: 

Dipilih 0 < 𝑟 < 𝑠. Dengan memanfaatkan sifat konveks 𝑓, kita peroleh 

0 < 𝑓(𝑟) ≤
𝑟

𝑠
𝑓(𝑠) + (1 −

𝑟

𝑠
) 𝑓(0) =

𝑟

𝑠
𝑓(𝑠) ≤ 𝑓(𝑠).   ∎ 

Sebelum diberikan bukti ketunggalan untuk solusi viscosity dari (3), kita berikan contoh 

ketidaktunggalan solusi viscosity dari (3) untuk kasus tertentu. 

 

Contoh 7. Diasumsikan 

𝐻(𝑥, 𝑟, 𝑝) = |𝑝| − 𝑉(𝑥) + 𝑓(𝑟) 

untuk (𝑥, 𝑟, 𝑝) ∈ 𝕋𝑛 × ℝ × ℝ𝑛.  Disini  𝑓: ℝ → ℝ  didefinisikan sebagai 

𝑓(𝑟) = {
 0
 𝑟

             
untuk  𝑟 ≤ 0,
untuk  𝑟 > 0.

 

dan 𝑉 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) adalah energi potensial dengan min
𝕋𝑛

𝑉 = 0. Misalkan 𝑤 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) adalah solusi dari 

−Δ𝑤 + |𝐷𝑤| + 𝑤 − 𝑉 = 0 

pada  𝕋𝑛. Dapat di cek bahwa 0 adalah subsolusi viscosity persamaan di atas. Hal ini berakibat 𝑤 ≥ 0. 

Lebih khususnya 𝑓(𝑤) = 𝑤 selalu, dan akibatnya (𝑤, 0) adalah solusi dari (3). Dari sini, jelas bahwa 

(3) juga memiliki solusi (𝑤 + 𝑐, 𝑐). 

 

Selanjutnya, untuk 𝑐 = 0, kita perhatikan masalah ergodik 

 −Δ𝑣 + |𝐷𝑣| − 𝑉 = 0 (7) 

pada  𝕋𝑛. Untuk setiap solusi 𝑣 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) dari (7), dipilih 𝐶 > ‖𝑣‖𝐿∞(𝕋𝑛), maka 𝑣 − 𝐶 juga merupakan 

solusi untuk (7), dan  𝑣 − 𝐶 ≤ 0. Akibatnya, 𝑓(𝑣 − 𝐶) = 0, dan (𝑣 − 𝐶, 0) adalah solusi dari (3). Hal 

ini menunjukkan bahwa untuk 𝑐 = 0 terdapat lebih dari satu solusi viscosity untuk (3).  □ 

 

 

Selanjutnya, diberikan bukti ketunggalan solusi viscosity untuk 𝑐 > 0. 

  

Teorema 8 

Asumsikan (H4). Untuk 𝑐 > 0 ditentukan, (3) memiliki solusi viscosity tunggal (𝑢𝑐 , 𝑐) ∈
𝐶(𝕋𝑛) × (0, ∞). 

 

Bukti Teorema 8: 

Untuk setiap 𝑐 ≥ 0, (3) memiliki solusi viscosity. Misalkan 𝑢 ∈ 𝐶(𝕋𝑛) adalah solusi dari (3) dengan 

konstanta 𝑐 > 0 diberikan, yaitu 
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 −Δ𝑢 + |𝐷𝑢|𝑚 − 𝑉(𝑥) + 𝑓(𝑢) = 𝑐 (8) 

pada 𝕋𝑛. Dimisalkan 𝑢(𝑥1) = max
𝕋𝑛

 𝑢 dan 𝑢(𝑥2) = min
𝕋𝑛

 𝑢. Dengan memilih 𝜙(𝑥) = 𝑢(𝑥2), maka 

diperoleh (𝑢 − 𝜙)(𝑥1) ≥ (𝑢 − 𝜙)(𝑥). Karena, 𝑢 merupakan subsolusi viscosity (8), maka diperoleh 

−𝑉(𝑥1) + 𝑓(𝑢(𝑥1)) ≤ 𝑐            ⇒            𝑓(𝑢(𝑥1)) ≤ 𝑐 + ‖𝑉‖𝐿∞(𝕋𝑛) =: 𝐶1. 

Akibatnya, karena fungsi 𝑓 naik maka 𝑢 ≤ 𝐶. Sebaliknya, dengan memilih 𝜙(𝑥) = 𝑢(𝑥1), maka 

diperoleh (𝑢 − 𝜙)(𝑥2) ≤ (𝑢 − 𝜙)(𝑥). Karena, 𝑢 merupakan subsolusi viscosity (8), maka diperoleh 

−𝑉(𝑥2) + 𝑓(𝑢(𝑥2)) ≥ 𝑐       ⇒        𝑓(𝑢(𝑥2)) > 𝑐 > 0    ⇒      𝑢(𝑥2) ≥ 𝑐̅ = 𝑓−1(𝑐) > 0 . 

Akibatnya, 𝑐̅ ≤ 𝑢 ≤ 𝐶. Karena 𝑓 bersifat konveks dan naik, maka kita dapat temukan 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 

sedemikian hingga 

𝛼 ≤ 𝑓′(𝑟) ≤ 𝛽. 

untuk hampir dimana-mana 𝑟 ∈ [𝑐̅, 𝐶]. Dengan ini kita dapat mengaplikasikan teori klasik solusi 

viscosity untuk memperoleh ketunggalan solusi (8). Selanjutnya, dinotasikan (𝑢𝑐) solusi tunggal dari 

(8). ∎ 

4.   Penutup 

Eksistensi solusi untuk permasalahan (3) diberikan oleh Teorema 3 dengan formula untuk 

bilangan konstan ergodic diberikan secara implisit. Secara umum solusi viscosity untuk (3) tidak tunggal 

seperti ditunjukkan pada Contoh 7. Namun untuk Hamiltonian pada asumsi (H4), ditunjukkan bahwa 

masalah ergodik (3) mempunyai solusi tunggal. Pada penelitian selanjutnya akan diselidiki bagaimana 

fenomena ketidaktunggalan ini muncul. Lebih khususnya akan diselidiki eksistensi himpunan 

ketunggalan untuk kasus dimensi 1. 
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